A Baltic Way 2019

v Szczecin, Poland DEeN 17 NOVEMBER, 2019
VERSION: SWEDISH

TILLATEN TAVLINGSTID: 4% TIMMAR.
UNDER DE FORSTA 30 MINUTERNA KAN NI STALLA FRAGOR.
ENBART VERKTYG FOR ATT SKRIVA OCH RITA AR TILLATNA.

Problem 1. Lat x, y och z vara icke-negativa reella tal sddana att x > y. Visa att

Py +2+1

g > (x = y) Vxyz.

Problem 2. Lat (F,,) vara sekvensen med den rekursiva definition F; = F, = 1 och F,py = F,, + F,_ forn > 2.
Bestidm samtliga heltalspar (x, y) sddana att

5F,—3F, = 1.

Problem 3. Hitta alla funktioner f : R — R sadana att

fOfO) =y =0+ Df(x-y)
uppfylls for samtliga x,y € R.

Problem 4. Bestim samtliga heltal n for vilka det finns ett heltal k£ > 2 och positiva heltal xy, x», .. ., x; sddana
att
X1Xo+Xox3+ ...+ xp_1 X =n och x;+x+...+x,=2019.

Problem 5. De 2m talen
1-2,2-3,3-4, ..., 2mQ2m+ 1)

ar skrivna pa en svart tavla, ddr m > 2 &r ett heltal. Ett drag bestar av att vilja tre av talen, a, b, och ¢, ta bort

dessa fran tavlan, och skriva dit talet
abc

ab +bc +ca’

Efter m — 1 sadana drag kommer det endast finnas tva tal skrivna pa tavlan. Antag att det ena av dessa dr ‘3‘. Visa
att det andra &r storre dn 4.

Problem 6. Alice och Bob spelar foljande spel. De borjar med att skriva uttrycken x + y, x — y, x> + xy + y°
och x> — xy + y? pa olika kort. De fyra korten blandas sedan och placeras upp och ner p ett bord. Ett av korten
vénds upp, sa att man kan se uttrycket som star skrivet pa det. Direfter viljer Alice tva av de fyra korten, och ger
de andra tva till Bob. Alla kort vinds sedan upp. Nu véljer Alice en av variablerna x och y och tilldelar det ett
reellt viarde. Hon berittar for Bob vilket virde hon tilldelade, och till vilken variabel. Direfter tilldelar Bob ett
reellt virde till den andra variabeln.

Slutligen utvirderar bade Alice och Bob produkten av uttrycken pa deras respektive valda kort. Den vars
virde dr storst vinner. Vilken spelare, om nagon, har en vinnande strategi?

Problem 7. Hitta det minsta heltalet k > 2 sadant att for varje partition av mangden {2,3,...,k} i tva delar,
innehaller minst en av dessa delar tre (inte nodvindigtvis olika) tal a, b och ¢ dér ab = c.

Problem 8. Landet Balticwayland har 2019 stidder. Det finns dubbelriktade vigar mellan vissa par av stider.
Inga vigar i landet korsar varandra. For varje par av stider A och B kan man kora fran A till B genom att anvinda
hogst 2 vigar.

I landet finns det 62 poliser som forsoker fanga en skurk. Poliserna och skurken kénner hela tiden till
varandras positioner. Varje natt kan skurken vélja att stanna kvar i den stad hon befinner sig i, eller ta en av de
anslutande vigarna till en grannstad. Under dagen kan varje polis gora samma val att stanna eller kora till en
grannstad. Innan de gor detta har poliserna mojlighet att koordinera sina forflyttningar med varandra. Skurken
fangas om hon vid nagon tidpunkt befinner sig i samma stad som en polis.

Visa att poliserna alltid kan fanga skurken.
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Problem 9. For ett positivt heltal n, betrakta alla ickedkande funktioner f: {1,...,n} — {1,...,n}. Vissa av

dessa funktioner har en fixpunkt (d.v.s. ett ¢ sadant att f(c) = ¢), medan andra inte har det. Bestdm skillnaden
mellan storlekarna av dessa tva klasser av funktioner.

Anmdirkning. En funktion f dr ickeokande om f(x) > f(y) géller for samtliga x < y.

Problem 10. I planet dr 2019 punkter givna. Ett barn vill rita & slutna cirkelskivor pa sa vis, att for alla par av
skilda punkter finns en cirkelskiva som innehaller exakt en av de tva punkterna. Vilket &r det minsta tal k sddant
att det for varje given positionering av punkter dr mojligt att rita k cirkelskivor med ovanstaende egenskap?

Problem 11. Lat ABC vara en triangel dir AB = AC. Lat M vara mittpunkten pa BC. Lat cirklarna med
diametrar AC och BM skira varandra i punkterna M och P. Lat MP skidra AB i Q. Lat R vara en punkt pd AP
sadan att QR || BP. Visa att CP ir en bisektris till ZRCB.

Problem 12. Lat ABC vara en triangel och H hojdernas skidrningspunkt. Lat D vara en punkt pa strickan AC
och lat E vara punkten pa linjen BC sadan att BC L DE. Visaatt EH L BD om och endast om BD skir strickan
AE i dess mittpunkt.

Problem 13. Lat ABCDEF vara en konvex sexhorning i vilken AB = AF, BC = CD, DE = EF och
(ABC = /EFA =90°. Visa att AD L CE.

Problem 14. Lat ABC vara en triangel dir ZABC = 90°, och 1at H vara fotpunkten av hdjden fran B. Punkterna
M och N &r mittpunkterna pa strickorna AH respektive CH. Lat P och Q vara de andra skidrningspunkterna av
triangel ABC':s omcirkel med linjerna BM och BN. Strickorna AQ och CP skir varandra i punkten R. Visa att
linjen BR skidr NM i dess mittpunkt.

Problem 15. Lat n > 4, och betrakta en (inte nédvéndigtvis konvex) polygon Pi P, ... P, i planet. Antag att, for
varje Py, finns det ett entydigt bestdmt horn Oy # P bland Py, ..., P, som ligger ndrmast Pj. Polygonen sigs
vara lomsk om Qy # Py+ for alla k (ddr Py = P, P,+1 = Py).

(a) Visa att ingen 10msk polygon &r konvex.
(b) Bestdm alla n > 4 f6r vilka det finns en 16msk z#-horning.
Problem 16. For ett positivt heltal N, 1at f(N) vara antalet ordnade par av positiva heltal (a, b) sadana att talet

ab
a+b

delar N. Visa att f(N) &r ett kvadrattal.
Problem 17. Lat p vara ett udda primtal. Visa att det for varje heltal ¢ finns ett heltal a sadant att

p+l

a% +(a+ c)p%1 =c¢ (mod p).
Problem 18. Lat a, b, och ¢ vara udda positiva heltal sadana att a inte ir ett kvadrattal och
A +a+1=30*+b+ D +c+1).

Visa att dtminstone ett av talen b*> + b + 1 och ¢? + ¢ + 1 ir ett sammansatt tal.
Problem 19. Visa att ekvationen 7° = 1 + y? + z? saknar positiva heltalslosningar.

Problem 20. Betrakta ett polynom P(x) med heltalskoefficienter som uppfyller
P(-1)=-4, P(-3)=-40, and P(-5)=-156.
Vad édr det storsta antalet heltal x som uppfyller

P(P(x)) = x*?



