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VERSION: LITHUANIAN

LA1kAs SPRENDIMUI: 4 VAL. 30 MIN.
KLAUSIMUS GALIMA UZDUOTI PER PIRMASIAS 30 MINUCIY.
LEIDZIAMA NAUDOTIS TIK RASYMO IR BRAIZYMO PRIEMONEMIS.

1. [rodykite, kad jei x, y, z yra realieji neneigiami skaiciai ir x > y, tai
Py +2+1

6 > (x —y)Vxyz.
2. Seka (F,) apibrézia lygybés F'y = Fo = 1ir Fy.) = F,+ Fu-1, kain = 2,3, ... Raskite visas tokias natdraligjy

skaiciy poras (x, y), kad
S5Fy—-3F, =1.

3. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurioms lygybé

fGfG) =y =+ Dfx-y)
galioja su visais x,y € R.

4. Nustatykite visus sveikuosius skaiCius n, kuriems egzistuoja toks sveikasis k > 2 ir tokie natiralieji skaiCiai
X1, X2, ..., Xk, kad
X1 X2 +X2xX3+ ...+ Xp—1 X =N ir x +Xxp+ ...+ X =2019.

5. Lentoje uzrasyti 2m skaiCiy
1-2,2-3,3-4, ..., 2mQ2m + 1).

Cia skaiCius m > 2 yra sveikasis. Ejimo metu leidZiama nutrinti bet kuriuos tris lentoje uzraSytus skaicius a, b, ¢

ir uZra$yti skaici
y M abc

ab + bc + ca’

Po m — 1 ¢jimy lentoje liks du skaiciai. [rodykite: jei vienas iS$ jy lygus ‘3—‘, tai kitas yra didesnis uz 4.

6. Alyté ir Bronius ZaidZia tokj Zaidima. Reiskiniai x + y, x — y, x> + xy + y? ir x*> — xy + y* uZrasomi po viena

keturiose kortelése. Tos kortelés sumaiSomos ir uzverstos padedamos ant stalo. Viena kortel¢ atverCiama, kad
matytysi joje uzraSytas reiSkinys. Alyteé pasirenka bet kurias dvi korteles, o Broniui atiduoda likusias dvi. Visos
korteles atveriamos. Alyté pasirenka viena i$ kintamyjy x ir y bei suteikia jam realiaja reikSmeg. Tuos kintamajj
ir jo reikSme ji atskleidZia Broniui. Tada Bronius suteikia realigja reik§Smg likusiam kintamajam.

Laimi tas, kieno kortelése esanciy dviejy reiskiniy reikSmiy sandauga yra didesné. Nustatykite, ar kuris nors
Zaidéjas turi pergalés strategija. Jei turi, tai kuris?

7. Raskite maZiausia sveikajj k > 2, tenkinantj salyga: kad ir kaip padalytume aib¢ {2, 3, . . ., k} i du nesikertancius
poaibius, viename i$ jy bus tokie (nebitinai skirtingi) skaiciai a, b, ¢, kad ab = c.

8. Boltikvéjaus Salyje yra 2019 miesty. Kai kuriuos miestus jungia keliai. Kiekvienas kelias dvikryptis ir jungia
lygiai du miestus; jokie du keliai nesikerta. IS bet kurio miesto A j bet kurj kita miesta B imanoma patekti
keliavus daugiausiai dviem keliais. Vagj gaudo 62 sekliai. Kiekviena akimirka sekliai ir vagis Zino vieni kity
buvimo vietas. Kas naktj vagis renkasi: arba lieka mieste, kur praleido diena, arba atvyksta j bet kurj miesta,
sujungta su juo keliu. Kas diena kiekvienas seklys renkasi: arba lieka mieste, kur praleido naktj, arba atvyksta j
bet kurj miesta, sujungta su juo keliu. Sekliai derina veiksmus tarpusavyje. Vagis, atsidiirgs viename mieste su
sekliu, tuoj pat suimamas. [rodykite, kad sekliai visada gali taip keliauti, kad vagis buty pagautas.

9. Nagrinékime bet kokj nataralyjj skaiCiy n ir visas nedidéjancias funkcijas f: {1,...,n} — {1,...,n}. Kai
kurios iS jy turi nejudama taska (tokia argumento reikSme c, kad f(c) = c), o kitos neturi. Raskite funkcijy su
nejudamu tasku ir likusiy funkcijy skaiciy skirtuma.

Pastaba. Funkcija f vadinama nedidéjancia, kai f(x) > f(y) bet kurioms argumento reikSméms x < y.
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10. Plokstumoje pazyméta 2019 tasky. Vaikas joje nori taip pasirinkti k skrituliy (skritulj sudaro apskritimas ir
jo vidus), kad bet kuriems dviems skirtingiems paZymétiems taSkams baty skritulys, kuriam priklausyty lygiai
vienas i$ ty dviejy tasky. Kokia yra maziausia k reikSme, kuriai vaikas galéty tai atlikti su kiekviena 2019 tasky
aibe?

11. Taskas M dalija trikampio ABC, kuriame AB = AC, krasting BC pusiau. Apskritimai, kuriy skersmenys yra
atkarpos AC ir BM, kertasi taSkuose M ir P. Tiesés AB ir M P kertasi taske Q. Ties¢je AP paZymeétas toks taskas
R, kad QR || BP. Irodykite, kad ties¢ CP dalija ZRCB pusiau.

12. Trikampio ABC aukstinés kertasi taske H. Atkarpoje AC paZymetas taSkas D. Ties¢je BC paZymetas toks
taskas E, kad BC L DE. Irodykite, kad EH L BD tada ir tik tada, kai ties¢ BD dalija atkarpa AE pusiau.

13. I3kilasis SeSiakampis ABCDEF tenkina AB = AF, BC = CD, DE = EF ir /ABC = /EFA = 90°. Irodykite,
kad AD 1 CE.

14. Taskas H yra trikampio ABC, kuriame Z/ABC = 90°, aukStinés i§ virStneés B pagrindas. Atkarpy AH ir CH
vidurio taskai atitinkamai pazymeéti M ir N. Tiesés BM ir BN trikampio ABC apibréZtinj apskritima atitinkamai
kerta taSkuose P # B ir Q # B. Atkarpos AQ ir CP kertasi taske R. Jrodykite, kad ties¢ BR eina per atkarpos
MN vidurio taska.

15. Bet kokiam nattraliajam n > 4 nagrinékime (nebitinai iSkilaji) daugiakampj P; P, ... P, plokStumoje.
Tarkime, kad kiekvienai jo virStnei Py tarp virStniy Py,..., P, egzistuoja vienintelé virSiné Qy # Py, kuri
yra arCiausiai vir§unes P;. Tokj daugiakampj vadinsime supriesSintu, jei Qy # Py visiems k (¢ia Py = P,
Ppy = Py).

(a) Irodykite, kad joks suprieSintas daugiakampis néra iskilasis.
(b) Raskite visus n > 4, kuriems egzistuoja suprieSintas n-kampis.
16. Kiekvienam natiraliajam N skaicius f(N) parodo, kiek yra nattraliyjy skaiciy (sutvarkyty) poruy (a, b),

kurioms skaicius
ab

a+b
yra N daliklis. Jrodykite, kad kiekvienas skaicius f(/V) yra sveikojo skaiCiaus kvadratas.

17. Duotas pirminis nelyginis skaiCius p. Irodykite, kad kiekvienam sveikajam skaiCiui ¢ egzistuoja toks

sveikasis skaicius a, kad 1
pt

a? +(a+ c)pTH =c¢ (mod p).
18. Duoti tokie nelyginiai nattralieji skaiciai a, b, ¢, kad a néra sveikojo skaiciaus kvadratas ir
A +a+1=30"+b+1)(*+c+1).
Irodykite, kad bent vienas i§ skai¢iy b + b + 1 ir ¢> + ¢ + 1 yra sudétinis.
19. Irodykite, kad lygtis 7* = 1 + y? + z? neturi natiiraliyjy sprendiniy.
20. Daugianaris P(x) su sveikaisiais koeficientais tenkina lygybes
P(-1)=-4, P(-3)=-40 ir P(-5)=-156.
Kiek daugiausiai sveikyjy skaiciy x gali tenkinti lygybe

P(P(x)) = x*?



